4. Contribucions a I’acustica dels tubs conics.

En la recerca sobre 'acustica de les xeremies de la cobla no varem trobar fetes totes les eines
teoriques que ens calien i aix0 ens va portar a desenvolupar-les. Com a contribucions més
rellevants cal esmentar:

e Formulacié, en el domini temporal, de les funcions de reflexio amb creixement
exponencial associades a certes discontinuitats en tubs conics.

e Desenvolupament d’'un meétode de multiconvolucié adequat per a tubs conics amb
multiples discontinuitats, i capac de tractar els casos amb algunes funcions de reflexié
amb creixement exponencial.

e Exploracid de l'aplicabilitat de les funcions de resposta impulsional alternatives
corresponent a I'acoblament del tub a terminacions o prolongacions anecoiques.

e Formulacié general de I’equacié d’ona unidimensional en pavellons axisimeétrics.

4.1 FUNCIONS DE REFLEXIO AMB EXPONENCIALS CREIXENTS.

En primera aproximacid. 'acustica lineal de les columnes d’aire dels instruments de vent pot ser
estudiada a partir de la propagacié d’ones unidimensionals, i de la seva reflexid i transmissio en
les discontinuitats. Per fer-ho hi ha dos grans ambits el freqliencial i el temporal.

La modelitzacié freqliencial pressuposa régims permanents sinusoidals que se superposen. Aixo la
fa artificiosa i la fa inadequada en I’estudi d’interaccions no lineals de la columna d’aire, com és el
cas de l'autoexcitacid en els transitoris d’atac i els régims permanents en les xeremies. El seu gran
avantatge és la senzillesa i precisid de les técniques de calcul i experimentals.

La modelitzacié temporal és la més propera a la realitat fisica perque els fenomens fisics
evolucionen en el temps. El seu principal avantatge és que, per aquesta rad, pot ser emprada per
a descriure la interaccid no lineal de la columna d’aire amb els elements que fonamenten
I’autoexcitacié en els instruments musicals, cosa que la fa preferir a la modelitzacié freqiiencial,
tot i ser més complicada des del punt de vista del calcul. El seu inconvenient més gran és la
dificultat d’experimentacid directa i les limitacions de precisié en les técniques de calcul.



El descriptor més rellevant, en ambdds dominis, és la relacié entre la pressio i la velocitat a
I’entrada de I'instrument (Fig.4.1).
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Figura 4.1 Domini frequiencial versus domini temporal.

Impedancia actstica Z() i resposta impulsional A(t) .

En el domini freqiiencial és 'anomenada impedancia acustica d’entrada Z(f), que descriu la
resposta estacionaria en pressid6 —en amplitud i fase— a una entrada de velocitat sinusoidal

d’amplitud unitaria. La resposta estacionaria en pressiéf)(f) a una velocitat d’entrada \7(f)
arbitraria ve donada pel producte de variables complexes ﬁ(f)zﬁ(f )X (f). En el domini

temporal, és I'anomenada resposta impulsional d’entrada h(t), gue descriu la resposta en
pressido a una velocitat d’entrada impulsional unitaria (delta de Dirac). La resposta en pressid

p(t) auna velocitat d’entrada v(¢) arbitraria ve donada pel producte de convolucio:
p(t)=h(t)*v(t)zJ'Olh(r)v(t—r)dr. (4.1)

Els dos descriptors es relacionen per mitja de la transformada de Fourier, h(z‘) = FTZ(f ) , quan

aquesta existeix.

En la simulacié del funcionament de les xeremies, cal emprar la resposta impulsional h(t) perqué
el procés d’autoexcitacid és acusadament no lineal (Barjau, 1987; Barjau and Agulld, 1989). A
I'hora de trobar h(z), la via experimental és problematica. En el domini temporal, com que no es
pot experimentar amb cabals que siguin una delta de Dirac, cal fer servir la resposta a una
pulsacié finita de cabal, cosa que, d’acord amb I'equacié (4.1), obliga a un procés de
desconvolucio numeérica. Com que aquest procés implica la inversié d’'una matriu singular, per tal
d’estabilitzar-lo cal recdrrer a tecniques de regularitzacido com la descomposicié matricial en valors
singulars (MSVD) (Sondhi and Resnick, 1983; Press et al., 1988a) o bé a procediments iteratius
com el métode del gradient conjugat (CGM) (Sarkar et al., 1985; Press et al., 1988b), pero en
ambdods casos la solucié presenta incerteses (Agullé et al., 1995). L'experimentacid en I'ambit

freqlencial, fent la mesura de la impedancia acustica Z(f), que és senzilla i molt precisa, i



obtenint /() com a transformada de Fourier, presenta el problema de la resolucié temporal
assolible per a h(t), gue ve donada per la inversa de la freqliencia maxima (en Hz). No és usual
anar més enlla de 10 kHz en la mesura de Z(f), valor que limita la resolucié temporal a 0,1 ms,

insuficient en molts casos.

L'obtencié de h(t) per calcul tampoc esta lliure de problemes. En principi, el calcul de 2(f) no
presenta dificultats conceptuals per a columnes d’aire que es puguin descriure per mitja de trams
cilindrics i conics. Es pot obtenir a partir dels coeficients de reflexid f€+ (f)i R. (f) associats a
les discontinuitats (figura 4.2) i a les obertures a I'exterior (Cardona, 1981), que relacionen |'ona
propagativa reflectida a la discontinuitat amb I'ona incident. p_ (f)és representatiu d’una ona
sinusoidal de pressi6 que es propaga tub avall (vers 'extrem obert), i p, (f) en representa una
que es propaga tub amunt (vers I'extrem on hi ha la canya). |, analogament, en la descripcio

temporal: p_(¢) i p, (¢) sén ones de pressié que viatgen tub avall i tub amunt, respectivament.
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Figura 4.2 Coeficients de reflexié Ii(f) i funcions de reflexié R(t) associats a una discontinuitat.

Hi ha, pero, el problema ja esmentat de la resoluciéd temporal de h(t), gue demanaria un
interval freqiiencial inassolible per a 2(f) . Queda com a opciod el calcul de h(t) directament en
el domini temporal per mitja de les funcions de reflexié R, (t) i R (¢) associades a les
discontinuitats i a les obertures. | aqui es va presentar una dificultat del tot imprevista: algunes de
les funcions de reflexié en discontinuitats de tubs conics no apareixien en la bibliografia. Només
vam trobar algun comentari al-lusiu a la inexisténcia de la seva transformada de Fourier que les

relacionés amb els corresponents coeficients de reflexid.

L'origen del problema es trobava en les ones propagatives emprades per a descriure I'acustica
dels tubs cilindrics i conics -que fonamentaven la formulacié dels coeficients i funcions de reflexio-
perque en el cas dels tubs conics convergents la descripcié matematica discrepava de la realitat
fisica (Ayers, 1985). Aixi com les ones planes —que son les considerades en els tubs cilindrics— i les
ones esferiques divergents —que sén les considerades en els tubs conics divergents— tenen plena
vigencia fisica com a regims vibratoris permanents —poden propagar-se indefinidament en el
temps— tal com pressuposa la seva descripcid6 matematica, aquest no és el cas de les ones
esfériques convergents —que son les considerades en els tubs conics convergents—. Fisicament, del



centre o del vertex del con no es passa: les ones hi son reflectides com a ones divergents. La
descripcié matematica que se’n fa, que pressuposa un regim propagatiu convergent permanent,
discrepa d’aquesta realitat fisica. | aqui comencen les dificultats.

La descripcié matematica de les ones propagatives preveu, per a un tub conic convergent (figura

4.3), que la introduccié d’un impuls unitari de velocitat a5(t) —amb Ad amb dimensions de

longitud i valor unitari i 5(t)|’impu|s de Dirac— origini a la seccié d’entrada (en rigor esferica i

situada a la distancia 7 del vertex) una pressio:
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1”0

D’aquesta formulacié de la pressid, només es correspon amb la realitat fisica I'interval

temporal 0 <t < (Zr()/c) , a partir del qual arriben reflexions del vertex.
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Figura 4.3 Propagacio d’'impulsos en un tub conic convergent.

Per a una distancia r <, del vertex, la formulacio de la pressio i velocitat, amb 1 = (r() - r)/c,

son:

i(t—v.')

p(1r) =2, a5(t-1) + z,—ae(r-7)e" ,
r r
(4.3)
_ i(t—ﬂ:)
v(t,r)zriaé(t—'t)—croZrag(t—T)er” . (4.4)
r r

Tant els valors dels impulsos com els valors d’inici de les exponencials tendeixen
hiperbolicament vers infinit en apropar-se a al vertex, punt que constitueix una singularitat.

Tot i que aquestes expressions preveuen p(t,r) i v(t,r) per a t>r:(r0—r)/c, la

significaci¢ fisica d’aquestes expressions esta limitada a 7= (ro - r)/c <t< (ro + r)/c,



interval entre I'arribada a » de I'ona d’entrada i 'arribada de la seva reflexié al vértex. La
presencia d’exponencials creixents en aquestes funcions i en les que se’n deriven —funcions de
norma no acotada i, per tant mancades de transformada de Fourier que permeti relacionar-les
amb les corresponents en el domini freqliencial- havia estat la causa que certes funcions de
reflexid per a discontinuitats en tubs conics no haguessin estat desenvolupades.

Va caler formular aquestes funcions de reflexié (Martinez, 1987; Martinez and Agullé, 1988) —

necessaries per al calcul directe en el domini temporal de la resposta impulsional d’entrada

h(z)—i preveure’n la seva utilitzacid adequada i numéricament estable (Martinez et al, 1988;

Agullé et al., 1992). Per a la discontinuitat de pas de tub cilindric a conic convergent (figura
4.4), en la funcid que descriu la reflexié que té realitat fisica —incloses les reflexions al vertex—si
bé hi ha un tram inicial exponencial creixent, les reflexions la venen a modificar i a mantenir
amb norma finita. La idealitzacié matematica donada per I'exponencial creixent per a temps
no acotat és util, pero cal emprar-la amb precaucions.
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Figura 4.4 Funcions de reflexiéd amb exponencials creixents.

Les exponencials creixents es presenten en les funcions de reflexié quan en la discontinuitat
disminueix el ritme de creixement de la seccié o quan augmenta el de decreixement.



4.2 METODE DE MULTICONVOLUCIO.

Un altre pas remarcable en el calcul de la h(t) directament en el domini temporal va ser la

formulacié del procés de multiconvolucié (Martinez et al, 1988; Barjau et al, 1988) per a tubs
formats per trams cilindrics i conics, i amb obertures a I'exterior. Els treballs publicats fins
aleshores —limitats a casos amb funcions de reflexié sense exponencials creixents— resseguien
individualment cadascuna de les reflexions que s’originaven a les discontinuitats i en feien la
suma. Per a un nombre realista de discontinuitats, el nombre de reflexions a considerar creix

exponencialment en el temps (figura 4.5), cosa que fa inviable el calcul de h(t) per a l'interval
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Figura 4.5 De les funcions de reflexié R(t) a la resposta impulsional /(t) .

Varem resoldre aquesta dificultat procedint a descriure en cada tram del tub totes les ones tub
avall i totes les ones tub amunt per mitja d’una Unica ona tub avall i una altra tub amunt. Aixo
s’aconsegueix sumant a cada discontinuitat, des de bon comencament, I'ona tramesa amb la
reflectida del seu mateix sentit. Amb aix0 quedava resolta la dificultat del nombre creixent
d’ones a considerar. La dificultat associada a la presencia de funcions de reflexi6 amb
exponencials creixents es va resoldre amb un algorisme iteratiu d’integracié apropiat per a
funcions exponencials. D’aquesta manera s’evitava haver d’obtenir un valor finit com a
diferéncia de dos valors que creixien exponencialment.

4.3 FUNCIONS DE RESPOSTA IMPULSIONAL ALTERNATIVES.

El pas seglient al calcul de h(t) era la seva utilitzacié en la modelitzacié de les vibracions
autoexcitades en la columna d’aire interior del tub, basada en la integral de convolucié de
I'equacié 4.1, en la qual v(¢) estd relacionada amb p(¢) per la dinamica no lineal del
dispositiu d’autoexcitacié. Com que per a tubs amb radiacié i esmorteiment intern febles la
funcié h(t) decau lentament, va apareixer en la bibliografia dels anys 80 una proposta

d’utilitzacié de funcions de resposta impulsional alternatives obtingudes per acoblament de la
seccié d’entrada a una prolongacid o terminacié anecoica (figura 4.6), acoblament que les
extingeix més rapidament.



La proposta va tenir el seu origen en la modelitzacié dels transitoris d’atac en el clarinet
(Schumacher, 1981) i, conseqlientment, s’aplicava a tubs cilindrics, que sén el paradigma de la
simplicitat en I'acustica de tubs en el domini temporal. En aquest cas la resposta impulsional

alternativa 4’(t) estableix la relacio:

p(t)=h'(e)= V(t)+¥ (4.5)

0

Varem explorar la possible utilitzacié d’aquesta estrategia al cas de les xeremies (Agullé and
Barjau, 1986; Agulld et al, 1988), que en tenir una entrada conica divergent porta a introduir
una prolongacié anecoica virtual convergent (figura 4.6). Aquesta prolongacio, si bé pot ser

formulada matematicament i déna lloc a la resposta impulsional alternativa h"(t), no es

correspon amb la realitat fisica —les ones es reflecteixen al vertex—. Si el tub té alguna funcié de
reflexio amb un terme exponencial creixent, aquest creixement no és cancel-lat per la

prolongacié anecoica i h”(t) és no acotada, amb la qual cosa no pot ser emprada com a nucli
d’una integral de convolucid. En abséncia de reflexions amb exponencials creixents, la resposta

impulsional alternativa h"(t) estableix la relacio:

p(6)=h"(1)* v(z)+%)+éj;po)d¢ (4.6)

on 7, és la distancia de la seccio d’entrada al vertex de la prolongacié anecoica virtual conica.
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Figura 4.6 L’aparent simplificacio de les prolongacions anecoiques.

En les xeremies, en ser la seccié d’unié del tudell amb el tub conic principal una discontinuitat
amb funcié de reflexi6 amb una exponencial creixent, I'estratégia de la prolongacié conica
anecoica (en versié matematica) és inviable.

Com a alternativa que evitava aquest inconvenient, vam considerar |'acoblament de la seccio
d’entrada de la xeremia a una terminacié anecoica cilindrica (figura 4.6), per a la qual la versio



matematica era fisicament consistent. En aquest cas la resposta impulsional alternativa h'(t)

no s’extingeix tan rapidament com en el cas de la prolongacid anecoica virtual conica perqué el
canvi de conicitat en la seccié d’unié es generen reflexions —per bé que amb funcions de

reflexié sense exponencial creixent—. En aquest cas, la resposta impulsional alternativa h’(t)

relaciona la pressidé i velocitat a la seccié d’entrada d’acord amb I'equacié 4.6, 'aplicacié
numerica de la qual originava inestabilitats per causa de la funcid de reflexi6 amb exponencial
creixent associada a la unié del tudell amb el tub conic principal.

No va quedar, doncs, altra opcié que emprar la resposta impulsional genuina h(t)tot i el seu

decaiment més lent.
4.4 UNA EQUACIO D’ONA UNIDIMENSIONAL GENERAL PER A TUBS AXISIMETRICS.

En la modelitzacié emprada de l'actstica de tubs formats per trams cilindrics i conics,
implicitament es negligia, a cada discontinuitat, la inércia i compressibilitat del volum d’aire
contingut entre la seccié final d’'un tram i la inicial del seglient, seccions que sén planes per als
trams cilindrics i esferiques per als conics. Aquest fet no és preocupant per a les discontinuitats
al llarg del cos principal de I'instrument, pero pot ser-ho en el pavelld, quan és modelitzat com
una successio de trams conics. Aix0 ens va portar a considerar |'acustica de pavellons o guies-
ona de seccid variable, limitant-nos al cas d’ones unidimensionals en tubs axisimetrics.

Les equacions d’ona unidimensionals classiques per a guies ona de seccio variable al llarg del
seu eix recte, com les formulades per Bernoulli, Lagrange i Euler el segle XVIII, Green i
Helmholts el segle XIX, i Rayleig i Webster el segle XX, consideren que les ones sén planes,
hipotesi que no compleix la condicié d’ortogonalitat de les superficies equipotencials amb la
paret del tub de seccié variable (figura 4.7).
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s XVIil: Bernoulli, Lagrange, Euler, ... -

s XIX: Green, Helmholtz, ... spherical

1
s XX: Rayleigh, Webster, ... surfaces C'match

T . :
LI T] | spherical horn equation

[ oblate-ellipsoidal
surfaces C2 match

* Considera ones planes

* No compleix la condicié
d'ortogonalitat de les
superficies equipotencials oblate-spheroidal
amb les parets del tub !!! _horn equation J

Figura 4.7 Un pas més en les equacions d’ona unidimensionals.
Versions esférica i oblata-esferoidal de I'equacié dels pavellons.



Més recentment havien aparegut intents de formulacié d’equacions d’ona unidimensionals per
a pavellons que satisfessin la condicié d’ortogonalitat (Weibel, 1955; Benade and Jansson,
1974), pero no havien acabat de resoldre bé la intervencié de la inércia i compressibilitat dels
volums continguts entre la seccid final d’un diferencial de pavell6 —descrit d’acord amb un cert
ajust de coordenades— i la d’entrada del seglient diferencial. En linea amb aquests intents,
varem formular una equacions d’ona unidimensional per a pavellons axisimétric que
verifiquessin la condicié d’ortogonalitat de les superficies equipotencials amb la paret del
pavellé (Agullé et al., 1999; Keefe and Barjau, 1999; Jordi, 1999). Varem definir les superficies
equipotencials per mitja de coordenades locals que garantissin la doble condicid
d’ortogonalitat a I'’eix i amb la paret del pavellé. Com a graus progressius d’aproximacié ho
varem particularitzar al cas de les coordenades locals esferiques i al cas de les coordenades
locals oblates esferoidals.

Equacié d’ona esférica (Spherical horn equation). Es deriva d’un ajust local amb coordenades
esferiques. A cada seccid del pavelld es considera que la superficie equipotencial és la
superficie esférica que li és ortogonal (figura 4.7). Aquest és un ajust de primer grau —ajust C'—
entre les coordenades ortogonals locals i les associades al pavellé: la superficie conica
ortogonal a la superficie equipotencial esferica és tangent al pavelld en la seccié considerada.
El gruix dels elements és més gran en I'eix que en el contorn tocant al pavelld.

Equacio d’ona esferoidal oblata (oblate spheroidal horn equation). Es deriva d’un ajust local
amb coordenades oblates esferoidals. A cada seccid del pavelld es considera que la superficie
equipotencial és la superficie el-lipsoidal que li és ortogonal i per a la qual la superficie
hiperboloidal ortogonal té la mateixa curvatura local del perfil del pavellé (figura 4.7). Aquest
és un ajust de segon grau —ajust C*— entre les coordenades ortogonals locals i les associades al
pavelld. El gruix dels elements és més gran en I'eix que en el contorn tocant al pavelld, pero
menys acusadament que en el cas de I'ajust esféeric.

Aquestes equacions d’ona van ser aplicades als tres pavellons amb definicié analitica més
emblematics i ben estudiats en 'ambit dels instruments musicals:

e Cas del pavelld exponencial: R (Z) = RoeHZ .

e Casdel pavelld catenoidal: R(z)= R, cosh (,uz) .

e Cas del pavelld de Bessel: R(z) =R, (1— ,uz)ic.

Fetes les comprovacions es va concloure que, per als pavellons emprats en les xeremies, el
petit guany aconseguit respecte a emprar I'equacié d’ona unidimensional classica, com la de
Webster, no compensava l'esforg.

La figura 4.8 mostra una panoramica dels avencos fets en la recerca propia relativa a I'acUstica
de la tenora, en paral-lel amb I’evolucié de I'actstica musical en I'ambit internacional descrita
per mitja de les fites historiques més destacades (Nederveen, 1969; Benade, 1976; Backus,
1977). Al marge d’aquestes fites internacionals, sén remarcables les fites propies consistents
en la primera simulacid —en I'ambit internacional— dels transitoris d’atac d’una xeremia
(Barjau, 1987), I'aprofundiment en I'estudi del funcionament de les xeremies en el domini



temporal (Agulld, 2001), aixi com I'aplicacié del coneixement cientific adquirit al redisseny
d’una xeremia existent —la tenora— (Barjau et al, 2007) i al disseny d’un nou instrument —la
baritona—, aquests dos darrers treballs desenvolupats en el marc dels programes de recerca de
I'Institut d’Estudis Catalans que es descriuen en la seccio 6.

The tenora in the Musical Acoustics context.
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Figura 4.8 La recerca de la tenora en el context de I’Acustica Musical.
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